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Definicja (D1). Wezmy zbiory X i Y. Kazdemu elementowi x€ X przyporzadkujmy dokladnie
jeden y€Y ioznaczany réwniez symbolem f(x) . Wowczas takie przyporzadkowanie nazywa
sie funkcjg (lub odwzorowaniem).

f(x) nazywamy wartoscig funkcji w punkcie x; x nosi nazwe argumentu funkcji. Samo

odwzorowanie oznaczamy symbolem f(-) . Piszemy takze: f: X -Y.

Definicja (D1.2). Odwzorowanie IN - I[R nazywamy ciggiem (rzeczywistym).
Argument ciggu nazywamy indeksem. Ciag a(-) oznaczamy symbolem (a,), a jego warto$¢

dla liczby n: a,.

Definicja (D2). JeSli Vx, x,€X: x,#x, < f(x)#f(x,) , to méwimy, ze [ jest

roznowartosciowa (jest iniekcja) w zbiorze X.

Czytelnik poda przyklady funkcji réznowartoSciowej oraz nierdznowartosciowej, oraz
wykona bardzo proste
Cwiczenie (C1). Niech dana bedzie funkcja idx, taka, Ze WV x€X: idx(x) := x. Prosze sprawdzi¢,

Ze jest ona réznowartosciowa w X.

Definicja (D3). Funkcje X - X taka jak w Cl1, f(x) := x, nazywamy identyczno$cig (funkcja

tozsamosciowy).

Definicja (D4). Niech f(E) oznacza zbiér wartosci funkcji f dla kazdego x€EcX . Mowimy, ze

f(E) jest obrazem zbioru E w odwzorowaniu f, lub prosciej: f~-obrazem zbioru E.

Cwiczenie (C2), czas: 5 minut. Poda¢ obrazy zbioru R dla funkcji In x, x'?, -x*+2, [x+2|, [x],
sgn(x).

Cwiczenie (C3), czas: 5 minut. a) Jak nazywa sie funkcja, ktérej obrazem jest zbiér jedno-
elementowy? b) Czy istniejq takie funkcje (i dlaczego), ktorych obrazem jest zbior pusty? c) Podac
przyklad (zaproponowa¢ wzor) funkcji, ktoérej obrazem bedzie zbiér zlozony z dokladnie 2
elementow.

Cwiczenie (C4), czas: 5 minut. Skonstruowa¢ wzér funkcji |x|, majac do dyspozycji funkcje



tozsamosciowa oraz te wymienione w C2 oprocz [x|.

Definicja (D5). Jesli dla f: X -, obraz f(X) =Y, to méwimy, zZe f jest odwzorowaniem ,na” Y
(albo, ze jest suriekcja).

Czytelnik poda przyktad odwzorowania na kazdy z wymienionych zbioréw: IN,R,RR" .

Whiosek (W1). Odwzorowanie réznowartosciowe, ktore jest ,,na” (czyli: ktore jest suriektywnag
iniekcja), laczy elementy zbioréw X i Y w nie dajace sie pomyli¢ (unikalne) pary réznych x z
réznymi y, za$ kazdy x i kazdy y zostaje przypisany do ktorejs z par.

Zadaniem Czytelnika jest rozwazenie istnienia i podanie przepisu na funkcje g skierowana

w odwrotna stroneg, tj. g: Y - X.

Definicja (D6). Funkcje roznowartoSciowa, ktora jest ,,na”, nazywamy funkcjg odwracalng lub ,,1:1
odpowiednio$cia” (dla podkre$lenia istnienia owych unikalnych par x, y, o ktérych byla mowa w
W1), albo bijekcja.

Natomiast o zbiorach X i Y, pomiedzy ktérymi istnieje bijekcja (nie trzeba mowic, z ktorego
zbioru w ktéry — dlaczego?), powiemy, ze sa rownoliczne i relacje te oznaczymy X ~ Y.

Dwa zbiory réwnoliczne, ktére sa skonczone, majq tyle samo elementéw (majq jednakowa

moc).

Cwiczenie (C5), czas: 3 minuty. Poda¢ przyklad dwéch zbioréw 5-elementowych i zdefiniowaé

bijekcje pomiedzy nimi. Wskaza¢ funkcje odwrotna.

Whniosek (W2). Relacja ~ jest a) zwrotna, b) symetryczna, c) przechodnia. Jest zatem relacja
réwnowaznosci.

Czytelnik naturalnie przeprowadzi dowdd a), b) i c) oraz przypomni co to znaczy, ze relacja
rownowaznosci rozbija wszystkie zbiory na roztgczne klasy (tzw. klasy abstrakcji wzgledem ~).
Szablon: rownowaznosc¢ grupuje wszystkie mozliwe zbiory liczbowe w kolekcje. W kazdej kolekcji
..., a dowolne dwie kolekcje ... . Tym, co je odrdznia, jest ..., czyli wilasnie relacja ,bycia

réwnolicznym z” .

Definicja (D7). Niech f: X-Y; g: Y—Z. Funkcje h: X-Z: h( x ) := g( f( x ) ) nazywamy
zlozeniem (superpozycjq) funkcji f z funkcja g i oznaczamy g o f( x).
Czytelnik w tym miejscu, w czasie 5 minut, naszkicuje wykres funkcji, bedacej

superpozycjq wartosci bezwzglednej oraz funkcji liniowej (- )- 1. A nastepnie wykres superpozycji



tych samych funkcji, ale w odwrotnym porzadku.

Definicja (D6.2). Funkcje g( y€Y ) o wartoSciach x€X takich, ze f(x) = y, nazywamy funkcja
odwrotng do fi oznaczamy symbolem f~(y). Oczywiscie, f*(f(x)) =x, tzn. f' o f(-) =idx(-).

Oczywisty Fakt (W3). Swoje funkcje odwrotne Y — X maja wylacznie funkcje ,,1:1” X =Y.

Czytelnik wyjasni, dlaczego.

Definicja (D8). Zbiér f (E) <X , ktory zawiera wszystkie te x, dla ktérych f( x ) €EcCY ,

nazywamy przeciwobrazem zbioru E w odwzorowaniu f, lub, krocej, f-przeciwobrazem zbioru E.

Cwiczenie (C6). a) Okresli¢ przeciwobraz {1} w odwzorowaniu f( x ) := sin x, a nastepnie w
odwzorowaniu g( x ) := x°. b) Wykorzysta¢ D8, aby sformutowa¢ definicje miejsc zerowych danej
funkcji f. ¢) W przypadku, gdy pewna f: X—Y jest bijekcja, a jej funkcja odwrotng jest g, jak
inaczej mozna ujac f-przeciwobraz danego zbioru E?

Cwiczenie (C7). Powr6émy do ¢wiczenia C5. Poda¢ a) obraz i b) przeciwobraz wybranych,

dowolnych 3 elementéw odpowiedniego zbioru.

Definicja (D9). Oznaczmy przez IN, podzbiér liczb naturalnych mniejszych od n+1. Woéwczas,
jesli An: E~IN, , powiemy, ze E jest skonczony. Zbior, ktéry nie jest skonczony, nazywamy
nieskonczonym.

Jedli zbior E~IN , to powiemy, ze E jest przeliczalny. Zbior nieskonczony, ktory nie jest

przeliczalny, nazywamy nieprzeliczalnym.

Fakt (W4). IN,Z,Q sa nieskonczone i przeliczalne. (Oczywiscie sa zatem rownoliczne. Jak
wida¢, zbior moze by¢ rownoliczny ze swoim podzbiorem.) Zbiorem Q zajmiemy sie w W8.
Czytelnik w ciaggu 10 minut poda przyklad ciagu, ktory jest bijekcja konstytuujaca relacje

IN~Z , a ktéry mozna zapisac za pomoca konkretnego wzoru, i poda ten wzor.

Stwierdzenie (W5) dotyczacy superpozycji D7. Superpozycja bijekcji jest bijekcja.

f g
Dowéd W5 jest bardzo prosty. Niech h :=: go f, X - Y - Z. Zachodzi réznowartosciowe,

czyli jednoznaczne powigzanie x—y—z i na mocy suriektywnoSci g, caly zbior Z jest

wykorzystany. W konsekwencji, h jest iniektywne i suriektywne, jest wiec bijekcja. O



Whiosek (W6). Podciag jest ciagiem, bo jest superpozycja bijekcji IN — podzbior IN i ciggu

wyjsciowego.

Prosze udowodnic¢ nastepujace
Stwierdzenie (W7). a) Podzbior zbioru przeliczalnego moze by¢ jedynie skonczony, albo
przeliczalny. b) Przeciwnie, suma dwoch (a zatem i dowolnej skonczonej liczby) zbiorow
przeliczalnych jest przeliczalna.
Wskazowka Ad a) Wykorzystac fakt W6, ze podciqg jest ciggiem.
Spoiler — rozwiazanie:
Ad a) Ze zbioru przeliczalnego U wybierzmy podzbior nieskonczony V. Zbiér U mozna
zorganizowaC w ciag (bo jest przeliczalny), nazwijmy 6w ciag (u.). Wybor podzbioru V jest
réwnoznaczny z usunieciem pewnej (by¢ moze nieskonczonej) liczby wyrazow tego ciagu;
powstaje w ten sposéb podciag (v.). Zas podciag ciagu jest ciagiem. Wystarczy zatem zebrac
parami kolejne wyrazy ciggu (u,) i (vn) — pierwszy z pierwszym, drugi z drugim, etc. - aby
przekonac sie, ze ciagi te sa rownoliczne. Za$ relacja rownoliczno$ci ~ jest przechodnia (W2).
Rownoliczne sq zatem: zbior U i jego podzbidr nieskonczony V. O

Doprawdy, zbiory przeliczalne mozna nawet zdefiniowa¢ w ten sposéb, ze ich podzbiory
nieskonczone sa réwnoliczne z nimi samymi.
Ad b) Oba zbiory, A i B, ustawmy w ciagi (a,) oraz (bm). Nastepnie stworzmy trzeci ciag (cx),
majacy naprzemiennie warto$ci z A i B: ai, by, as, b, ... . Ciagi nieskonczone sa réwnoliczne,

rozumujemy tak samo jak w a). O

Twierdzenie (T1). Suma nieskonczona zbiorow przeliczalnych jest przeliczalna. Innymi stowy,
zbidr S, stanowigcy sume wszystkich mozliwych zbiorow przeliczalnych, czyli rodziny zbiorow

przeliczalnych, jest przeliczalny.

Dowdd T1 pochodzi od Cantora, tworcy Teorii Mnogosci. Nalezy poustawia¢ wszystkie elementy
zbioru S w nastepujaca tabelke, w ktorej kazdy kolejny wiersz jest jednym elementem zbioru S —

zbiorem przeliczalnym, ktérego elementy zajmuja kolejne kolumny tego wiersza:

din di2 di3 aia
d21 dx2 do3 d24
d31 ds2 ds3 dzq

d41 dap da3 das



Kolumn jest zatem tyle samo, co liczb naturalnych (kazdy zbiér z S jest przeliczalny).
Wyrazy a; moga poki co sie powtarzac.

Wystarczy zaproponowac jakikolwiek przepis na ustawienie wyrazow tabelki w kolejnosci,
wowczas okaze sie ona rownoliczna ze zbiorem liczb naturalnych, czyli przeliczalna. Przykladowo,
mozna, rozpoczynajac od lewego gornego rogu, iS¢ ,,po jodelce”: w prawo o 1, potem na skos w
lewo i w dét az do brzegu; potem w doét o 1, nastepnie w gore i w prawo az do brzegu, nastepnie w
prawo o 1 i procedura zaczyna sie powtarzac.

Napotykane po kolei elementy ukladamy w cigg. W ten sposdb uwzglednimy wszystkie
elementy (nie pominiemy zadnego) i kazdy z nich doczeka sie, wczes$niej czy pOzZniej, swojej
kolejnosci.

Na koniec pozbywamy sie jednakowych wyrazow tego ciagu. W rezultacie otrzymujemy
podciag, ktdry jest tak samo ciggiem. UstawiliSmy wszystkie (unikalne) elementy zbioru S w ciag, a

to dowodzi przeliczalnosci S. O

Twierdzenie (T2). Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym, a n — dowolna liczba naturalng.
Zbierzmy w kolekcje (zbior) C, wszystkie mozliwe ciagi skonczone n-elementowe, ktére maja

wartosci z A, czyli Vke€[1;n]: a,€A . Wowczas zbior tych ciggow jest przeliczalny.

Dowod T2 opiera sie na zasadzie Indukcji. Po pierwsze, gdy n = 1,to C; ~ IN

Nastepnie, udowodnimy, ze z faktu, ze przeliczalny jest zbiér Cix, wynika przeliczalno$¢
zbioru Cy.;. Ustawmy elementy zbioru Cx w ciag c*,.

Do pierwszego ciggu, ¢, dotézmy na jego koniec, czyli na pozycji k+1, jeden dowolny
wyraz z A. Powstalych w ten sposéb ciagow dluzszych o jeden element jest dokladnie tyle, co
elementow zbioru A, czyli tyle, co liczb naturalnych. Jest to wiec zbior przeliczalny. Nazwijmy go
B..

Gdy postgpimy analogicznie z drugim ciggiem z Cy, tj. z ¢, otrzymamy znéw zbior
przeliczalny B, nowych, dluzszych o 1 ciagow. Postepujac tak z kazdym kolejnym ciagiem z C,
uzyskujemy analogiczny zbior przeliczalny B;.

A przeciez zbior Cy+; jest suma nieskonczong zbiorow Bi: C,,,= U B, . Na mocy T1 jest
A

(¢3S

zatem przeliczalny. O

Whiosek (W8). Zbioér wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny.
Dowo6d W6 pozostawiamy w rekach Czytelnika, w tym skorzystanie z T2 dla n = 2.



